axcomeS

Chapitre 4 : Espaces vectoriels

La notion d’espace vectoriel généralise les propriétés de R” et de l'en-
semble des matrices M, x,(R).

Roppel (nobatcon): E, T easembees
produnct corkeSico de

= $0(e,d) | ecE ~Pe'~Fj 2 ens.

(thm Qxf\l ﬁ2 mx - xfiL
n-po-))

Définition 33 (espace vectoriel).
On appelle espace vectoriel (réel) un ensemble non-vide V' composé d’élé-
ments sur lesquels on définit une opération d’addition et une opération
de multiplication par un scalaire dans R

+: VsV — V vt Rxv —V
(te,v) — LtV (A,v) — AV

telles que les propriétés suivantes soient satisfaites :
NutveVetrueV; [def des opdrations )

1) u+v = v+ u pour tout u,v € V; [COMmuEO-{AJdL‘r)

2) (u+v)+w=u+ (v+ w) pour tout u,v,w € V; (OSSO.)

3) Il existe un élément de V', noté Oy, tel que u+0y = w pour tout uev:

(.Vcc.(.e.u.r nul , eleément newtic pour Ladeli}on
4) Pour tout u € V, il existe un élément noté —u € V tel que

o G Koy 1)

5) AMu 4+ v) = A+ A pour tout u,v € V et A 6)&, S A Lee borboule’
s ke

6) (A + p)u = Au+ pu pour tout u € Vet A\, u € R;

7) AMpuw) = (Ap)u pour tout u € Vet A, u € R; auo. mixte

8) 1-u = w pour tout u € V.

1
hove e,
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On appelle les éléments de V' des vecteurs, notés v € V. 0
Dons 17 , On aoke Len vectewss U € /2200

Remarque

On pewt e'qalement dePear den eppacesn
vectonelsr rationnels en remplosmot 2 por Q
o den en pacen veckoriels complexes en
rempo.o.faml- M pos C.

LJ \ ‘
Propriétés Pour tout espace vectoriel V, on a : ngeee
(Pd) Ov eat wnigue
(?2) e,(oppoSe' C'Le v pouf .L'o.d.d.i,'lx‘or\ en { ua:$u<’

(?3) O-2L = Ov V.U_C—,V

(?q) (—4\°b~, = - M V.ue\/
(?S) '>\'O\/=O\/ VAQR}

?_4'_&&9_%_3 @n eXercice
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Exemples classiques

1) Pour tout n > 1, R™ est un espace vectoriel réel.
(]’ n
( pxop.ie.{e.s u.,Q(j de ‘) 29 )
2) L’ensemble des matrices M,,«,(R) est un espace vectoriel réel.
( O(se‘co.:LCOM mad scecelles P- GG >

3) L’ensemble des fonctions rélles f : R — R muni des opérations
cdofet g R (gl flx) 4 glx)
S feb XPrRoR (0 aE)

est un espace vectoriel réel.

Remarque

1) M enkt wn enpace vectorcel reel (2= R () et

rationnel : QxR - R
(v avel c°")

&) Q ot n enpace oec,(,o, el ralonnel mais fas reel.

Qx®@ - Q mxQ-»>Q
() v) —xvee (oe) OO, v)'—-)')e@, poo toujows ok
' @l

L’ensemble des polynémes a coefﬁc1ents Téels

Pour n > 0, on définit

n n-4 T .!:
P = b plt) - a bt ta,,t 4.0t tetia, (e el
’ Oé‘.-sl\
¢‘eas. den polyaomes ole dlcaee. au plun j
e'aa.eal n.
L:-f_" A-I: b e R G'?Z mocS Ou-Ss: ﬁ’g(fﬁ{e{:c.

g Ity
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Operatcons: plE) = ant" - Fo.bra,

qlE) = bat"4 ...+ bet +bo
pLE) + qlE) = (Quiba)t" # .-t (@ +b )L #Qotbs

‘Apl,{:) - (Qan)f;...lf (Na,)t +2Q,

Exewclce: Noq btec que ﬁ),, el wa EV e,

On dePact U P = P 2ens. den polradmes.
nzo

Execice: Nonlcer Que ]P eot un EV.

4.1 Sous-espaces vectoriels

Soct ¥ e . Aoy spasipl %{MEVQR

On d,»l': qlLe Sf&ﬂ svﬁ %ﬁu.f\ Sous- wfo_c)t_ c)Qc,Lofccl d—QQ
(Sev

Définition 34 (sous-espace vectoriel).
Soit V' un espace vectoriel (EV). On appelle sous-espace vectoriel une
partie W de V telle que

) 0,eW
Z) YvweW ., viweW (S{O'Beeﬁ;zh;ﬂ)

3) VveW el el , ‘)uew (siak.powlame(:.
pow un ScaCaiw )

A
Exemple n'est pos wn SEV o 2
A ,/
7
A
//
P

T
et wn SEV L

\\

(/\\ q
\

=

v

Y]

<

"T.M tes
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Remarques

4) Pows verifier qu ‘Lune pae {ce WeV d'wa EV ent N S€V,
te pufpib de vecfiec Lan S axiomen .
Ea consequence , W oatisfail Lev axcomes de Lo def. 33
et nera. awtomabiguemenl wa EV

1) Towl VeV eot wa SEV de Lui- méme.

Exemples

2
4) Mq}'-emj' ) g,,a_n‘;(}j eot wn SEV de TR
2
2.> V{;’,cb'e.ﬂf, span 4, B Y eof un SEV de M
3) P esk wn EV.
P, cP et un SEV de . 0n peut en deduire que

’l?n ewf w~ EBv / &on{‘, Low otrectuce eot cndcte pac
celle A .

L') Soil V we EV. ACos 10/} et un SEV oe V.
Cet Lo plun petct posscbCe.

A '7\93 owel V- +# O\/ waont po3S wa SEV cle V.
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Sous-espaces vectoriels engendrés par une partie d’un
espace vectoriel V

Définition 35 (span ou vect).

Soit V' un espace vectoriel et vy, ..., v, des vecteurs de V. L’ensemble
des combinaisons linéaires de vy, ..., v, s’appelle le span.

Théoréme 29. Soient vq,...,v, des éléments d’un espace vectoriel V.
Alors

Preuve
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Exemple

Définition 36 (famille génératrice).
On dira que {vy, ..., v,} est une famille génératrice de span{vy, ..., v,}.

Exemple

4.2 Applications linéaires, noyaux et images

Définition 37 (application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T : V' — W. On dit que T est

une application linéaire si elle associe & tout élément v de V' un unique
¢lément T'(v) de W et si T vérifie

1.
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Exemples

Définition 38 (noyau d’une application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T' : V' — W une application
linéaire. Le noyau de 'application T est 'ensemble

Exemple

Définition 39 (image d’une application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T': V' — W une application
linéaire. L" #mage de 'application T" est I'ensemble
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Exemple

Théoréme 30. Soient V et W deux espaces vectoriels et T : V. — W
une application linéaire. Alors

1. Ker(T') est un sous-espace vectoriel de V.

2. Im(T') est un sous-espace vectoriel de W.

Preuve
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Cas particulier des matrices

Définition 40 (noyau d’une matrice).
Soit A € My«n(R). Le noyau de la matrice A, noté Ker(A), est l'en-
semble

Théoréme 31. Le noyau d’une matrice A € My,xn(R) est un sous-
espace vectoriel de R".

Définition 41 (image d’une matrice).
Soit A € M,,xn(R). Limage de A, notée Im(A), est 'ensemble
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Théoréme 32. Soit A € My,«n(R). Alors Im(A) est un sous-espace
vectoriel de R™.

Preuve

Exemple
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